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1. Présentation du Probleme:

Exemple: construction d’'écoles
1. Q c R9, ouvert borné
2. f >0 s.c.i.: densité d'enfants sur €2,

3. {z1,...,xn}, n emplacements possibles d’'écoles,
x; € 2.

4. {Aq,...,Ap}: zones de 2 correspondantes
(partition de 2).

Chaque école z; accueille tous les enfants de-
meurant sur A;.

Capacité ¢; de z;:

cz=/AZf(ac) dx

Colt de construction de z;: ¢!, 0 < ¢ < 1.
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On fixe p > 1 Codlt de transport des enfants
(pour ce paramétre p) :

n 1/p
(Z; /141 lx — x;|P f(x) da:) :

But: minimiser le transport avec un seuil de
cout de construction donné k.

Ecriture du probleme:
ECf, 2, k)
. i 1
mfn,(wi),(Ai) {( Z:l /AZ lx — x;|P f(x) d:c) /P ,

(1)

Question: comportement asymptotique de
¢(f,k,2) quand k — +o0?



2. Cas particulier: ¢ =0 (k =n) (Probleme
de positionnement optimal).

§(f, 2, k)
= inf{( [ (e, D) f@)dn)? : card(E) < k)

k
=BG ol a0 @)

C; = C;(x1,..,x): cellule de Voronoi associée

a x;,

Ci(x1,...,z;) ={z € Q: |z—z;| < |z—zj[,j =1, ...

k).



3. Historique du probleme q=0:

1. 1982, J.A. Bucklew et G.L. Wise
p+d
d

K0, = CCdop) ( [ f@)r dar)

C(d,p) définie par:
Y% (11g 11, [0, 1[% k) — C(d, p).

Calcul de C(p,d): On attend une forme du

type:
1
/|:13|p d:c /P

ou H est un polytope régulier centré en O.

d=1,C(p,1) = (/_11//22 |z [P d;p)% — %(zﬁ)m’.

|H|p—|-d

d=2, p=2 D.J. Newman, H hexagone

c(2,2) = (185—¢§> H2



d=2, p=1, (2002), R. Bolton et F. Mor-
gan, H hexagone

Log3 —I—%
a(3/3)1/2

2. Existence de méthodes numériques,

C(1,2) =

exemple: algorithme de Kohonen (Voir les
travaux de Pages).

f =1, on observe |I'apparition des hexagones.
Objectifs: 1. f non constante

2. q #= 0 et autres couts du type
Zg(fAif(:c) d:c) <k olg:RtT =Rt

Méthode: Etude asympotique d'un probleme
de transport.



4. Lien avec la théorie du transport de
masse de Monge-Kantorovitch:

p-distance de Wasserstein entre deux mesures:
n1, po € MT(Q), p1() = ua (8.

Wp(u1, p2)
— inf {(/g_2 2 — TaPduy ()17 1 (T)y(p1) = pa).

(Définition: Tyuq (A) = p1(T71(A)).)

Réé&criture du probleme: pu1 = f, uo = v =
> Cibxy, ¢; = [4, f(@)da

\nu




Alors:

E(f,S2, k)
= ian{Wp(f, V) . V= Z,?:l Ci(smz'; Z?:]_(Ci)q < k}
Remarque: si q = O:

ECf, 2, k) = inf{Wp(f,v) : t(sptv) < k}.

5. Reéeécriture du probleme, [ —convergence:
(cf G. Dal Maso, H. Attouch)

Estimation a priori:

ek~ /A0 < ¢( £ Q k) < Ck~1/d(1-0)
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Petit paramétre: kd(1-9) :%

(1
_Wp(f7 V) Si
€
u() = ¢d(1-a) > v(z)6s,
Pe(v, pn) = < respty
v discret
\ + o0 sinon.




Alors:

RTEDE(S, @, k) = InF{de (v, 1) u() < 1}

On a besoin d'une notion de convergence
pour ®. qui nous donne |la convergence de
inf ®.

Définition: X un métrique, Fe,FF : X — RU
{H4-o0}.

Fe IR FsiVaeeX:

1. ze >z == liminf._ g Fe(xe) > F(x).
2. I(xe) : xe — x, limsup Fe(ze) < F(x).
Propriéeté: Fe équicoercive, F¢ IR F—

inf Fe — inf F.
X X



6. Résultats:

1
Lemme: C(p,d,q) := lim kd@-9 x £(1,][0, 1[%, k)

— o0
existe.

Théoreme: be — &

' f@ D 1
C(p,d, q)( (1) dx)
P(v, 1) = 2 g V()
Si v=f,
\ —+ oo sinon.

tq. Ppartie absolument continue par rapport
a Lebesgues de u.

d(1—p)+pg d(1—p)+pq\ —1
Corollaire: popt = f(z) «1-0)+p /Q f(x) dA-a)+p
Mg oo b1/ (A= E(F,Q, k)

d(1—g)+pg ﬁ"’%
= (C(d.p.9) [ @) =% da
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Déemonstration du lemme:

Sq(A) = inf{Wf;(lA,V) L v =13 ¢,
Y c! <|A|,sptr C A}

- . Sq([0, k[@
im kdA-0¢(1,[0,1[% k) = lim =Lt
k— o0 5( [ [ ) k——+o0 kd

Démonstration du théoréme (schéma):
1. (Ve, pe) — (v, n) telle que (v, n) < C.

Te telle que:

1/p
De(ve, pre) = %(/Q [z — Te(z) [P f(x) da:) :

Me = |$_Z§(x)|f(:c) bornée, me, — m.

lim inf ®L(ve, pe) > /Q ma(x) dz.

Il suffit donc de montrer que, p.p xo:
bq

f (o) T

ma(ibo) > C(dapa Q)p _p -
Ma(xO)d(l_Q)




Méthode: se ramener au cas du lemme par
blow-up (sur un cube de cbdté 6§ — 0.)

2. But: construire (ve, ue) telle que: (ve, pe) —
(v,p) et

limsup ®c(ve, pe) < (v, 1).

Grand paramétre: .
On divise 2 en petits cubes de coté ¢ = Xe.

Sur chacun de ces cubes Q; ., on définit v;
- M(Qi,e)

optimal pour f(fQZ,e i Qi,e: m’i,e) ou m; ¢ = cd(1—q) "

On obtient v en faisant la somme de ces
mesures.

e = e41=0) s L4 ()8,

On fait tendre € vers 0 dans ® (v, pe) puis A
vers I'infini.



