
     

Asymptotique d’un
Problème de Transport

Optimal
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1. Présentation du Problème:

Exemple: construction d’écoles

1. Ω ⊂ Rd, ouvert borné

2. f > 0 s.c.i.: densité d’enfants sur Ω,

3. {x1, ..., xn}, n emplacements possibles d’écoles,
xi ∈ Ω.

4. {A1, ..., An}: zones de Ω correspondantes
(partition de Ω).

Chaque école xi accueille tous les enfants de-
meurant sur Ai.

Capacité ci de xi:

ci =
∫

Ai
f(x) dx

Coût de construction de xi: c
q
i , 0 ≤ q < 1.
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On fixe p ≥ 1 Coût de transport des enfants
(pour ce paramétre p) :




n∑

i=1

∫

Ai
|x− xi|p f(x) dx




1/p

.

But: minimiser le transport avec un seuil de
côut de construction donné k.

Écriture du problème:

ξ(f,Ω, k)

= infn,(xi),(Ai)

{( n∑

i=1

∫

Ai
|x− xi|p f(x) dx

)1/p
:

tiAi = Ω,
∑n
i=1

( ∫

Ai
f(x) dx

)q ≤ k
}

(1)

Question: comportement asymptotique de
ξ(f, k,Ω) quand k → +∞?
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2. Cas particulier: q = 0 (k = n) (Problème
de positionnement optimal).

ξ(f,Ω, k)

= inf{(
∫

Ω
dp(x,Σ)f(x)dx)1/p : card(Σ) ≤ k}

= inf
(xi)
{(

k∑

i=1

∫

Ci
|x− xi|pf(x) dx)1/p : xi ∈ Ω}.

Ci = Ci(x1, .., xk): cellule de Voronoi associée
à xi,

Ci(x1, ..., xk) = {x ∈ Ω : |x−xi| ≤ |x−xj|, j = 1, ..., k}.
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3. Historique du problème q=0:

1. 1982, J.A. Bucklew et G.L. Wise

k1/dξ(f,Ω, k)→ C(d, p)
(∫

Ω
f(x)

d
p+d dx

)p+d
d
,

C(d, p) définie par:

k1/dξ(1[0,1[d, [0,1[d, k) −→ C(d, p).

Calcul de C(p, d): On attend une forme du
type:

1

|H|p+d

( ∫

H
|x|p dx

)1/p

où H est un polytope régulier centré en O.

d = 1, C(p,1) =
( ∫ 1/2

−1/2
|x|p dx

)1
p =

1

2

( 1

p+ 1

)1/p
.

d = 2, p = 2 D.J. Newman, H hexagone

C(2,2) =
(

5
18
√

3

)1/2
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d = 2, p = 1, (2002), R. Bolton et F. Mor-

gan, H hexagone

C(1,2) =
Log3 + 4

3

4(3
√

3
2)

1/2
.

2. Existence de méthodes numériques,

exemple: algorithme de Kohonen (Voir les

travaux de Pagès).

f = 1, on observe l’apparition des hexagones.

Objectifs: 1. f non constante

2. q 6= 0 et autres coûts du type
∑
g
( ∫
Ai
f(x) dx

)
≤ k, où g : R+ → R+.

Méthode: Etude asympotique d’un problème

de transport.
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4. Lien avec la théorie du transport de

masse de Monge-Kantorovitch:

p-distance de Wasserstein entre deux mesures:
µ1, µ2 ∈M+(Ω̄), µ1(Ω̄) = µ2(Ω̄).

Wp(µ1, µ2)

= inf
{
(
∫

Ω̄
|x− Tx|pdµ1(x))

1/p : (T )](µ1) = µ2

}
.

(Définition: T]µ1(A) = µ1(T
−1(A)).)

Réécriture du problème: µ1 = f, µ2 = ν =∑
ciδxi, ci =

∫
Ai
f(x)dx
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Alors:

ξ(f,Ω, k)
= infν{Wp(f, ν) : ν =

∑n
i=1 ciδxi,

∑n
i=1(ci)

q ≤ k}.

Remarque: si q = 0:

ξ(f,Ω, k) = inf{Wp(f, ν) : ](sptν) ≤ k}.

5. Réécriture du problème, Γ−convergence:
(cf G. Dal Maso, H. Attouch)

Estimation à priori:

ck−1/d(1−q) ≤ ξ(f,Ω, k) ≤ Ck−1/d(1−q).

Petit paramétre: k
1

d(1−q) = 1
ε

Φε(ν, µ) =





1

ε
Wp(f, ν) si

µ(.) = εd(1−q)
∑

x∈sptν

ν(x)qδx,

ν discret

+∞ sinon.



           

Alors:

k
1

d(1−q)ξ(f,Ω, k) = inf{Φε(ν, µ) : µ(Ω̄) ≤ 1}.

On a besoin d’une notion de convergence

pour Φε qui nous donne la convergence de

inf Φε.

Définition: X un métrique, Fε, F : X → R ∪
{+∞}.

Fε
Γ−→ F si ∀ x ∈ X:

1. xε → x =⇒ lim infε→0 Fε(xε) ≥ F (x).

2. ∃(xε) : xε → x, lim supFε(xε) ≤ F (x).

Propriété: Fε équicoercive, Fε
Γ−→ F =⇒

inf
X
Fε −→ inf

X
F.



            

6. Résultats:

Lemme: C(p, d, q) := lim
k→+∞

k
1

d(1−q) × ξ(1, [0,1[d, k)

existe.

Théorème: φε
Γ−→ Φ

Φ(ν, µ) :=





C(p, d, q)
( ∫

Ω

f(x)
1+ pq

d(1−q)

µ
p/d(1−q)
a (x)

dx
)1/p

si ν = f,
+∞ sinon.

µa: partie absolument continue par rapport

à Lebesgues de µ.

Corollaire: µopt = f(x)
d(1−p)+pq
d(1−q)+p

( ∫

Ω
f(x)

d(1−p)+pq
d(1−q)+p

)−1

limk→+∞ k1/(d(1−q))ξ(f,Ω, k)

=

(
C(d, p, q)

∫

Ω
f(x)

d(1−q)+pq
d(1−q)+p dx

) 1
d(1−q)+

1
p

.
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Démonstration du lemme:

Sq(A) = inf{W p
p (1A, ν) : ν =

∑
ciδxi,∑

c
q
i ≤ |A|, sptν ⊂ A}.

lim
k→+∞

k
1

d(1−q)ξ(1, [0,1[d, k) = lim
k→+∞

Sq([0, k[d

kd
.

Démonstration du théorème (schéma):

1. (νε, µε)→ (ν, µ) telle que Φε(ν, µ) ≤ C.

Tε telle que:

Φε(νε, µε) =
1

ε

( ∫

Ω
|x− Tε(x)|pf(x) dx

)1/p

.

mε = |x−Tε(x)|
εp f(x) bornée, mεk → m.

lim inf Φp
ε(νε, µε) ≥

∫

Ω
ma(x) dx.

Il suffit donc de montrer que, p.p xo:

ma(xo) ≥ C(d, p, q)p
f(xo)

1+ pq
d(1−q)

µa(xo)
p

d(1−q)
.



          

Méthode: se ramener au cas du lemme par

blow-up (sur un cube de côté δ → 0.)

2. But: construire (νε, µε) telle que: (νε, µε)→
(ν, µ) et

lim supΦε(νε, µε) ≤ Φ(ν, µ).

Grand paramétre: λ.

On divise Ω en petits cubes de côté ε′ = λε.

Sur chacun de ces cubes Qi,ε, on définit νi,ε

optimal pour ξ(
∫
Qi,ε

f,Qi,ε,mi,ε) où mi,ε =
µ(Qi,ε)

εd(1−q)
.

On obtient ν en faisant la somme de ces

mesures.

µε = εd(1−q)
∑
ν
q
ε (x)δx.

On fait tendre ε vers 0 dans Φε(νε, µε) puis λ

vers l’infini.


