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ij kl mno p kq m j r

s� � � �� � � �� � �

Ω t =u v J C > w A< x >? < y A y =>< < A = vA yz ? xz A v >{ R
2 | u vG ; z F > > vG

x >? < y; B J C µ C ν t wB > x; x uH u v J F A ; z ? B A z >< Ω C | u vG t

µ t y uz vB u x? vu >< >{ B A z u y A< vz }>B =>< z ? F w vu >< ~ C ν t y uz vB u x? vu ><

> { z AB @ u =A z }>B wB > y? = vu >< ~O

� G B A A A� A = vz v> x A v;� A< u< v> ; = => ? < v t

• vB ;< z w >B v; vu >< => z vz C
•B A z u y A< vz ; B A x A v vAB >� | u vG ; y uz w A B z A y µ C

• wB > y? =AB z ; B A x A v vAB >� | u vG ; =>< =A< vB ; vA y ν }A� vAB < ; H u vu A z

z ; J ~

�� �� ��� � �� � � fhg



ij kl mno p kq m j �

:; B u ; vu >< ; H } v> J ~ wH ;< < u< � F > y A H t

inf
(µ,ν)∈M

+

1
(Ω)2

C(µ, ν) +G(µ) +H(ν)

| u vG C; vB ;< z w >B v; vu >< => z v vA B F } v;� u< � u< v> ; = =>? < v

= >< �A z vu >< A� A = vz ~ C G; { ? < = vu >< ; H w A< ; H u� u< � =>< =A< vB ; vu >< ;< y

H; { ? < = vu >< ; H w A< ; H u� u< � y uz w AB z u >< O

�� ; F wH A t C = � ; z z AB z vA u< �H u� A y uz v;< =A C;< y H | u vG y uz =B A vA

F A ; z ? B A z ; z y > F ; u< }A< vB > w Jz ; J ~ C G | u vG ; xz >H ? vA H J

= >< vu< ? >? z F A ; z ? B A z ; z y > F ; u< }�� ? v v; � � > �D ;< v; F xB > � u > ~O
�� �� ��� � �� � � fh�



ij kl mno p kq m j �

�< vG A z A �? A H C @AB Jz u F wH A =G > u =A z >{ G;< y H t

G(µ) =







∫

Ω
u2 u{ µ = u · L2 C u ∈ L2(Ω),

+∞ > vG A B | uz A �

;< y

H(ν) :=

∫

Ω×Ω

V (x, y)(ν ⊗ ν)(dx, dy).

H uz vG A< ;< u< vAB ; = vu >< �H u� A vAB F }AO � V (x, y)u< =B A ; z u< �

{ ? < = vu >< >{ |x− y|O ~

�� �� ��� � �� � � f��
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£ 	� � �
 �� � �� 	¤

À ¥ >< �A z vu ><

Á ¦ w vu F ; H u v J =>< y u vu >< z
Â § A �? H ; B u v J ;< y �? ; H u v; vu @A wB > w AB vu A z

Ã �� ; F wH A z

�� �� ��� � �� � � fh¨
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­ �� � �� �� � �

� A =� F ;< < }�® ¯° K ~ t²± ³ =>< vu< ? >? z F > y A H >{ vB ;< z w >B v; vu >< ± t;

vB ;´ =µ > |¶ A H y C uO AO ; @A = v>B ¶ A H y Y t Ω → R
2 | G > z A y uB A = vu ><

u< y u =; vA z vG A =>< z ? F AB z · vB ; @A H y uB A = vu >< ;< y | G > z A F > y? H ? z

|Y|uz vG A u< vA< z u v J >{ vB ;´ = }z v; vu >< < ; B J C �? H AB u ;< ~O ¸ > =; H

A �? uH u xB u? F t u< ; z ? xB A � u >< K ⊂ Ω vG A >? vµ > | >{ =>< z ? F AB z

A �? ; H z vG A A� =A z z y A F ;< y >{ K t
∫

∂K

Y · n dS = (µ− ν)(K).

vG uz { >B F ; H H J J u A H yz t

divY = µ− ν. }® ~
¹ � � º¼»½ �� � � fhg



© m j ª  « k q m j ¾

v> �A vG AB | u vG vG A x >? < y; B J =>< y u vu >< }uz > H ; vA y =u v J ~ t

Y · n = 0>< ∂Ω. }K ~

�{ vB ;< z w >B v; vu >< => z v w AB =>< z ? F AB uz ; z z ? F A y v> x A ? < u{ >B F C

vG A< >< A F ; J y A¶ < A vG A vB ;< z w >B v; vu >< => z v x A v | A A< µ;< y ν; z

vG A @; H ? A >{ vG A ¿ÀÁ À ¿Â Ã ÄÆÅÇ wB > xH A F t

inf

{
∫

Ω

|Y(x)|dx t Yz ; vuz ¶ A z }�® ~ � }K ~

}

.

�< { ; = v } =>< @A � y? ; H u v J ~ vG A wB A @ u >? z u< ¶ F? F A �? ; H z vG A

1 � � ; z z AB z vA u< y uz v;< =A x A v | A A< µ;< y ν t
W1(µ, ν) = inf{

∫

Ω
2
|x− y|dγ(x, y) : γ vB ;< z w >B v wH ;< }

} γ vB ;< z w >B v wH ;< F A ;< u< � vG ; v γ G ; z µ;< y ν; z F ; B � u< ; H z ~O
¹ � � º¼»½ �� � � fh�
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= >< �A z vu >< A� A = vz t F >B A B A ; H uz vu = v> ; z z ? F A vG ; v vG A

vB ;< z w >B v; vu >< => z v w A B =>< z ? F AB ; v ; w > u< v x y A w A< yz >< vG A

u< vA< z u v J >{ vB ;´ = ; v xu vz A H { C g t R+ → R+< >< y A =B A ; z u< � C;< y

; z z ? F A vG ; v u{ vG A vB ;´ = µ > | uz Y vG A< vG A vB ;< z w >B v; vu >< => z v

w AB =>< z ? F AB ; v xuz g(|Y(x)|)O � v y A¶ < A z vG A vB ;< z w >B v; vu ><

= > z v x A v | A A< µ;< y ν; z t
Cg(µ, ν) := inf

{
∫

Ω

g(|Y(x)|)|Y(x)|dx t Yz ; vuz ¶ A z }�® ~ � }K ~

}

.

É >B vG A z ;� A >{ z u F wH u =u v J C | A | uH H ; z z ? F A C{ B > F< > | >< C vG ; v

g(t) = t{ >B ; H H t ∈ R+ C;< y y A¶ < A vG A => z v t

C(µ, ν) := inf

{
∫

Ω

|Y(x)|2dx t Yz ; vuz ¶ A z }® ~ � }K ~

}

. }ËÊ ~
¹ � � º¼»½ �� � � f��
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X :=

{

φ ∈ H1(Ω) t

∫

Ω

φ = 0

}

.

X uz ; Í uH x AB vz w; =A C | G A< A �? u w w A y | u vG vG A { >H H > | u< � u< < A B

wB > y? = v ;< y< >B F t

〈φ, ψ〉X :=

∫

Ω

∇φ · ∇ψ C ‖φ‖2
X := 〈φ, φ〉X .

³z ? z ? ; H C u y A< vu{ J X;< y u vz y? ; H X ′ C{ >B A @A B J f ∈ X ′ C vG AB A

A � uz vz C? < u �? A C φ ∈ Xz ? =G vG ; v t

〈φ, ψ〉X = f(ψ){ >B ; H H ψ ∈ X. }�Î ~

Ï > vA vG ; v vG uz u F wH u A z t ‖f‖X′ = ‖φ‖X;< y | A z G ; H H ; H z > |B u vA

} Î ~ u< vG A { >B F t







−∆φ = f u< Ω,

∂φ
∂n

= 0 >< ∂Ω, φ ∈ X.

}° ~
¹ � � º¼»½ �� � � fh¨



© m j ª  « k q m j � Ð

� u vG vG > z A y A¶ < u vu >< z u< F u< y C >? B => z v{ ? < = vu >< ; H � u @A< x J } Ê ~

F ; J ; H z > x A |B u v vA< ; z t
C(µ, ν) =







‖µ− ν‖2
X′ u{ µ− ν ∈ X ′,

+∞ > vG AB | uz AO }N ~
¹ � � º¼»½ �� � � f�Ñ
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� > z ? F ? w C vG A wH ;< < AB ·z } v> J ~ wB > �B ; F uz t

inf
(µ,ν)∈M

+

1
(Ω)2

F (µ, ν) := C(µ, ν) +G(µ) +H(ν)

| u vG t

G(µ) =







∫

Ω
u2 u{ µ = u · L2 C u ∈ L2(Ω),

+∞ > vG A B | uz A �

H(ν) :=

∫

Ω×Ω

V (x, y)(ν ⊗ ν)(dx, dy).

C(µ, ν) =







‖µ− ν‖2
X′ u{ µ− ν ∈ X ′,

+∞ > vG AB | uz AO

¹ � � º¼»½ �� � � f�Ò
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�� uz vA< =A uz < > v ; wB > xH A F } wB > @ u y A y V uz H O z O =O C x y y{ B > F x A H > |

;< y F uz < > v u y A< vu =; H H J +∞ ~O

� G A wB > xH A F uz < > v =>< @A� x? v u v uz u< µ{ >B ¶ � A y νO

Ó? A z vu >< tB A �? H ; B u v J >{ F u< u F u� AB z }; H H | A � < > | ; wB u >B u uz vG ; v

µ ∈ L2;< y ν ∈ M+
1 (Ω) ∩X ′ ~O

¹ � � º¼»½ �� � � f�Ô
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Ù � �� 
 � 	� � Ú � �� � � �� � � �

É >B ¶ � A y ν ∈ M+
1 (Ω) ∩X ′ C F u< u F u� u< � C(µ, ν) +G(µ)> @AB

M+
1 (Ω) ∩ L2 J u A H yz vG A ? < u �? A z > H ? vu >< t µ = φ · L2 C | G AB A

φ ∈ H1(Ω)uz vG A z > H ? vu >< >{ t







−∆φ+ φ = ν u< Ω,

∂φ
∂n

= 0 >< ∂Ω.

}ËÛ ~

| A =;< vG A< B A { >B F? H ; vA vG A wB > xH A F u< vAB Fz >{ ν>< H J t

J(ν) := inf
{

F (µ, ν) t µ wB > x; x uH u v J F A ; z ? B A >< Ω
}

.

Ü Ý ��Þ ßà � � á � � � � � �� � �½ fhg



Õ Ö kq× �� q k Ø p m j n q kq m j « � �

| A vG A< G ; @A t

J(ν) =







‖φ‖2
H1(Ω) +H(ν) } φ vG A z > H ? vu >< >{ } Û ~ ~ u{ ν ∈ X ′,

+∞ > vG AB | uz AO

� y A< vu{ J u< � H1(Ω);< y u vz y? ; H H1(Ω)′{ >B u vz ? z ? ; H Í uH x AB vu ;<

z vB ? = v? B A t

〈φ, ψ〉H1(Ω) :=

∫

Ω

(∇φ · ∇ψ + φψ) ,

| A F ; J ; H z > B A |B u vA J; z t
J(ν) =







‖ν‖2
H1(Ω)′ +H(ν) u{ ν ∈ H1(Ω)′,

+∞ > vG AB | uz AO

É u< ; H H J C vG A F u< u F u� ; vu >< wB > xH A F u< νB A ; yz ; z t

inf
{

J(ν) t ν wB > x; x uH u v J F A ; z ? B A >< Ω
}

. }Ëâ ~

Ü Ý ��Þ ßà � � á � � � � � �� � �½ fh�



Õ Ö kq× �� q k Ø p m j n q kq m j « � ¢

�< | G ; v{ >H H > |z C{ >B A @AB J ν ∈ H1(Ω)′ C | A | uH H z ; J vG ; v

φ ∈ H1(Ω)uz vG A ãÅä åÁ ä À Â Ã > { νu{ t

〈φ, ψ〉H1(Ω) = ν(ψ) C{ >B ; H H ψ ∈ H1(Ω). } ¯ ~

æ? v y u� A B A< vH J C vG A w > vA< vu ; H >{ νuz vG A | A ; � z >H ? vu >< >{ t







−∆φ+ φ = ν u< Ω,
∂φ
∂n

= 0 >< ∂Ω.

¸ A v? z ; H z > B A F ; B � vG ; v u{ C u< ; y y u vu >< C νuz ; wB > x; x uH u v J

F A ; z ? B A >< Ω;< y φu vz w > vA< vu ; H C vG A< φ · L2uz ; wB > x; x uH u v J

F A ; z ? B A >< Ω; z | A H H O

Ü Ý ��Þ ßà � � á � � � � � �� � �½ f��



Õ Ö kq× �� q k Ø p m j n q kq m j « � ¬

D A v vu< � t
C = M+

1 (Ω)∩H1(Ω)′ =
{

ν ∈ H1(Ω)′ t ν ≥ 0u< H1(Ω)′ C ν(1) = 1
}

.

}® M ~

> ? B ; u F uz v> z v? y J vG A wB > xH A F t

inf
ν∈C

J(ν) := ‖ν‖2
H1(Ω)′ +

∫

Ω×Ω

V (x, y)(ν ⊗ ν)(dx, dy).

�< �A< AB ; H vG A �? ; yB ; vu ={ ? < = vu >< ; H J uz < > v =>< @A � > @AB C C

G > | A @AB u v uz u< vG A ç ¿Â Ã Ã =; z A C uO AO | G A< A u vG AB V >B Ωuz z F ; H H O

Ü Ý ��Þ ßà � � á � � � � � �� � �½ fh¨
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Ù � �� 
 � 	� � Ú � �� � � �� � � �

³z z ? F A vG ; v V ∈ C0(Ω × Ω,R) Cz A v

V s(x, y) := (V (x, y) + V (y, x))/2O è u @A< ν ∈ C CH A v φ x A vG A

w > vA< vu ; H >{ ν;< yH A v T s
ν x A y A¶ < A y C{ >B ; H H x ∈ Ω C x J t

T s
ν (x) := ν(V s(x, .)) =

∫

Ω

V s(x, y)ν(dy).

�{ νuz ; z >H ? vu >< >{ } â ~ C vG A< vG AB A A� uz vz ; =>< z v;< v mz ? =G vG ; v t

φ+ T s
ν ≥ m C φ+ T s

ν = m ν �; O AO . }® ® ~

Ü Ý ��Þ ßà � � á � � � � � �� � �½ f�Ñ
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ê � � � 	� �� � Ú

ë< y AB vG A ; z z ? F w vu >< t

ìí �* í î V ï å ã åÁ ï çÀÁ ðñ åÂ çÀÁ ò Ã ó Å Á ïÀ çä Â Á ð å ç ô t V uz ; { ? < = vu >< >{

vG A { >B F V (x, y) = v(|x− y|2){ >B ; C2z vB u = vH J u< =B A ; z u< �

{ ? < = vu >< v | u vG v′(s) > 0{ >B s > 0O

>< A G ; z ;< L∞A z vu F ; vA z u< vG A =>< @A � =; z A

. õ �*ö � � 5 ÷ø ã ãÅ ç åä ùÂ ä ΩÀ çÂ úÅ øÁ ï å ï û ñ å òø ÃÂ ñ Â Á ï çä ñ À ðä Ã ó

ðÅ Á ü åý Å ã åÁ çø ú ç åä Å þ R
2Â Á ïä ùÂ ä ìí �* í ùÅ Ã ï çÿ� ù åÁ û å ü åñ ó

¿ ÀÁ À ¿À � åñ ν̄Å þ JÀ çÂ Á Â ú çÅ Ãøä å Ã ó ðÅ Á ä ÀÁ ø Å ø ç ¿ åÂ çø ñ åÇ Àä ù Â Á

L∞ ï åÁ çÀä ó ÿ

� » º� à ß � � � á ß � � �� ßà � � ß �� � » Ý � � Ý » � �� » ½ fhg



é   ªo � � l q k Ø � Ì

� y A ; >{ vG A wB > >{ � ; w wB >� u F ; vu >< t¶ � ; F u< u F u� A B ν̄>{ J C

Jε(ν) = J(ν) + εW 2
2 (ν, νε) + δε‖ν‖

2
L2(Ω),

(νε)ε C; z A �? A< =A >{ ; xz >H ? vA H J =>< vu< ? >? z F A ; z ? B A z | u vG ;

z vB u = vH J w > z u vu @A y A< z u v J C; w wB >� u F ; vu< � ν̄u< vG A W2 y uz v;< =A C

;< y δεuz ; z F ; H H w; B ; F A vA B A< z ? B u< � F u< u F u� AB z >{ Jε =>< @AB �A

v> ν̄O
� B u vA y > |< vG A > w vu F ; H u v J =>< y u vu >< { >B vG A ; w wB >� u F ; vA y

wB > xH A F t

ν̄ε =
1

δε

(

cε − φε − Tν̄ε
−
ε

2
ψε

)

+
.

�A v ;< ? < u{ >B F A z vu F ; vA x J F ; � u F? F wB u< = u wH A v J w A ; B �? F A< vz

;< yH A v ε→ 0+O

� » º� à ß � � � á ß � � �� ßà � � ß �� � » Ý � � Ý » � �� » ½ fh�



é   ªo � � l q k Ø r Ð

� G uz u F wH u A z vG ; v vG A =>B B A z w >< y u< � µuz W 2,p{ >B ; H H pG A< =A

C1,α v> >O �< vG A H ; v vAB =; z A C | A ; H z > G ; @A t

�ö * )+* � � � �* 	 5 � ù å L∞ ï åÁ çÀä ó Å þÂ Á ó Å ãä À ¿Â Ã ¿ åÂ çø ñ å ν

ðÅ ÀÁ ðÀ ï å çÂ Ã ¿ Å çä å ü åñ óÇ ù åñ åÀÁ spt νÇ Àä ù Â ðÅ Á ä ÀÁ ø Å ø ç þøÁ ðä À Å Á ÿ

ë< y AB z w A =u ; H ; z z ? F w vu >< z C | A ; H z > G ; @A z > F A �? ; H u v; vu @A

wB > w A B vu A z t

�ö * )+* � � � �* 	 7 ÷ø ã ãÅ ç å ûä ùÂ ä V = V (x− y)Ç Àä ù V çä ñ À ðä Ã ó

ðÅ Á ü åý ÿ� ù åÁ ä ù å çø ã ãÅ ñä Å þ ν ùÂ çÁ Å Á 
 å ¿ ãä ó ÀÁ ä åñ À Å ñ ÿ

�ö * )+* � � � �* 	 � ÷ø ã ãÅ ç å ûä ùÂ ä V = V (x− y)Ç Àä ù V çä ñ À ðä Ã ó

çø ú ùÂ ñ ¿ Å Á À ð ûÀ ÿ å ÿ ∆V > 0ÿ� ù åÁ ä ù å çø ã ãÅ ñä Å þ νÀ ç çÀ ¿ ã Ã ó

ðÅ Á Á å ðä å ï ÿ

� » º� à ß � � � á ß � � �� ßà � � ß �� � » Ý � � Ý » � �� » ½ f��
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� A ;� AB B A �? H ; B u v J G >H yz u< vG A =; z A >{ ; < >< =>< @A� y > F ; u< ΩO

¸ A v? z |B u vA ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 C | G AB A Γ1 = ∂Ω ∩ ∂ (coΩ);< y

Γ2 = ∂Ω \ ∂ (coΩ)O

. õ �*ö � � 7 ÷ø ã ãÅ ç åä ùÂ ä Γ1À çÂ çä ñ À ðä Ã ó ðÅ Á ü åý ñ å òø ÃÂ ñ

úÅ øÁ ïÂ ñ ó Â Á ïä ùÂ ä ìí �* í ùÅ Ã ï çÿ � ù åÁ Â Á ó Å ãä À ¿Â Ã ¿ åÂ çø ñ å ν̄

þÅ ñ J ðÂ Á ú å åý ã ñ å ç ç å ï Â ç ν̄ = ν̄a + ν̄s ûÇ Àä ù ν̄a ∈ L∞(Ω)Â Á ï ν̄s

Â çÀÁ òø ÃÂ ñ ¿ åÂ çø ñ å çø ã ãÅ ñä å ï Å Á Γ2ÿ
� » º� à ß � � � á ß � � �� ßà � � ß �� � » Ý � � Ý » � �� » ½ fh¨
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�� � 
 � 	 ��

• � G A ? < u y u F A< z u >< ; H =; z A t? < u �? A< A z z wB > @ u y A y

V = V (x− y)uz =>< @A� } y uz wH ; =A F A< v =>< @A� u v J ; B �? F A< vz

;< y =>< @A� u v J wB > w AB vu A z >{ vG A èB A A< { ? < = vu >< ~ C

• � G A =; z A >{ ; }z F ; H H ~ x; H H ;< y V (x, y) = |x− y|2 C A� wH u =u v

B ; y u ; H z >H ? vu >< C

• � G A =; z A >{ ; }z F ; H H ~ =B > |< B2 \B1;< y V (x, y) = |x− y|2 t

vG A > w vu F ; H ν G ; z ; z u< �? H ; B w; B v >< ∂B1O

�� ßÞ Ý à »½ fhg


